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1. Нейронные сети



Архитектура многослойной сети прямого
распространения 2
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Рис. : Архитектура многослойной сети прямого
распространения



Нейрон — составная часть ИНС 3
Нейрон состоит из элементов трех типов:
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Рис. : Нейрон



Математическая модель нейрона 4

y = σ

(
n∑
i=1

wixi + b

)
,

где

n—число входов

xi — i-ая компонента входного вектора (входного сигнала)

wi — вес синапса

b— значение смещения

σ— нелинейное преобразование (функция активации)

y— выходной сигнал нейрона



Виды функций активаций 5

В качестве функции активации σ нейронов берут обычно одну
из следующих:

пороговая функция активации, σ(s) =

{
1, s > 0

0, s < 0
;

экспоненциальная сигмоида, σ(s) = 1
1+e−αs ;

рациональная сигмоида, σ(s) = s
|s|+α .



2. Нейронная сеть прямого
распространения с одним входом и одним

выходом



Обозначения 6

Пусть σ : R→ R есть некоторая функция.
Пусть r ∈ N.

Рассмотрим нейронную сеть F : R→ R прямого
распространения с одним входом и одним выходом:

F (x) =

N∑
j=1

cjσ(wjx+ bj),

где cj , wj , bj ∈ R, j = 1, . . . , N , есть параметры сети.
Обозначим множество всех таких отображений FN (σ).
Полиномиальная функция f(x) : R→ R степени r имеет вид:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .+ arx
r,

где ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , r.



Основная лемма 1 7

Лемма 1
Производная функции F порядка s существует в каждой точке
x ∈ R, при этом справедливо равенство

dsF (x)

dxs
=

N∑
j=1

cjw
s
jQs(σ(θj)), (1)

где

Qs(σ(θj)) = (−1)s+1s!θ−sj σs(θj)(1− σ(θj) · sgn θj),

θj = θj(x) = wjx+ bj .

Предположим, что

dsF (0)

dxs
=
dsf(0)

dxs
= (s!)as, s = 0, 1, 2, . . . r,

Преобразуем в матричное равенство и получаем Ωc = a, где

Ω =


Q0(σ

0
1) Q0(σ

0
2) . . . Q0(σ

0
N )

Q1(σ
0
1)w1 Q1(σ

0
2)w2 . . . Q1(σ

0
N )wN

. . . . . . . . . . . .
Qr(σ

0
1)wr1 Qr(σ

0
2)wr2 . . . Qr(σ

0
N )wrN

 (2)

,
c = (c1, c2, . . . , cN )T , a = (a0, (1!)a1, . . . , (r!)ar)

T .



Основная лемма 2 8

Лемма 2
Пусть δ > 0 и wi = (i− 1)δ, i = 1, . . . , N . Если c1, . . . , cN есть
решение системы (1), то справедливы неравенства

|cj | ≤ ψmaxqmax

r∑
i=0

|i!ai|δ−i, j = 1, . . . , N,

где ψmax есть положительное число, зависящее от N и r, qmax

есть положительное число, зависящее от порогового значения в
скрытом слое.



Основной результат 9

Теорема
Пусть xmax > 0 – произвольное число. Сеть с одним скрытым
слоем, содержащем N узлов, может аппроксимировать любой
алгебраический многочлен степени N − 1 совместно с его
производными с любой степенью точности на отрезке
[−xmax, xmax], т.е. ∀f ∈ PN−1, ∀ε > 0, ∃F (x) ∈ FN (σ) такая,
что:

N−1∑
s=0

|F (s)(x)− f (s)(x)| < ε,∀x ∈ [−xmax, xmax],

где ε является ошибкой равномерного приближения на
[−xmax, xmax].



Доказательство теоремы 10
Пусть f ∈ PN−1 есть произвольный многочлен. Возьмем ε > 0 и покажем, что
для некоторой F (x) ∈ FN (σ) для всех x ∈ [−xmax, xmax] будет

N−1∑
s=0

|F (s)(x)− f (s)(x)| < ε.

Потребуем
dsF (0)

dxs
=
dsf(0)

dxs
, s = 0, 1, 2, . . . N − 1,

Пусть r = N − 1. Так как F (s)(x) имеет производную любого порядка в каждой
точке вещественной оси, то функцию F (s)(x) можно разложить в ряд Тейлора в
окрестности точки x = 0. Так, для s = 0 имеем

F (x) = F (0) + F ′(0)x+
1

2!
F ′′(0)x2 + . . .+

1

r!
F (r)(0)xr +Rr,0(x),

где Rr,0(x) есть остаточный член форме Лагранжа:

Rr,0(x) =
F (r+1)(ζ0)

(r + 1)!
xr+1.



Доказательство теоремы 11

Имеем:

F (s)(x) =
r∑
l=s

F (l)(0)xl−s

(l − s)!
+Rr,s(x),

где Rr,s(x) есть остаточный член в форме Лагранжа,

Rr,s(x) =
F (r+1)(ζs)

(r + 1− s)!
xr+1−s.

Имеем:
N−1∑
s=0

|F (s)(x)− f (s)(x)| =
N−1∑
s=0

|Rr,s(x)|.

Согласно лемме 1

Rr−s(x) =
xr+1−s

(r + 1− s)!

N∑
j=1

cjw
r+1
j Qr+1(σ(θj(ζs))),

где −xmax ≤ ζ ≤ xmax.



Доказательство теоремы 12

Возьмем 0 < δ < 1. Положим wj = (j − 1)δ, j = 1, 2, . . . , N . Согласно лемме 1
для s ≥ 1

Qs(σ(θj)) = (−1)s+1s!θ−sj σs(θj)(1− σ(θj) · sgn θj)

и Q0(σj) = σj , где σj(x) = σ(θj(x)). Так как для всех x имеет место
−1 < σj < 1, то |Q0(σj)| ≤ 1 и существует M0 такое, что
|σs(θj)(1− σ(θj) · sgn θj)| < M0. Имеем, учитывая лемму 2,

N−1∑
s=0

|Rr,s(x)| ≤
N−1∑
s=0

 xr+1−s
max

(r + 1− s)!

N∑
j=1

|cj ||wr+1
j ||Qr+1(σj(ζs))|

 ≤
≤
N−1∑
s=0

 xr+1−s
max

(r + 1− s)!
ψmaxqmax

N∑
j=1

r∑
p=0

|p!ap|δ−p(r + 1)!jr+1δr+1M0

 ≤
≤ δψmaxqmaxM0

r∑
p=0

|p!ap|
N−1∑
s=0

 (r + 1)!

(r + 1− s)!
xr+1−s
max

N∑
j=1

jr+1

 .



Доказательство теоремы 13

Обозначим

M = ψmaxqmaxM
0

r∑
p=0

|p!ap|
N−1∑
s=0

 (r + 1)!

(r + 1− s)!
xr+1−s
max

N∑
j=1

jr+1

 ,

т.е. M есть конечное число, не зависящее от x. Имеем

N−1∑
s=0

|Rr,s(x)| ≤ δM.

Взяв δ < ε
(M+1)

, получаем
∑N
s=0 |Rr(x)| < ε, где ε есть ошибка аппроксимации.

Теорема доказана.
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